
 5من  1الصفحة 
 

 كهية انهندسة انميكانيكية وانكهربائية انثانية                                          قسم: قىي ميكانيكية

 /                                                                انسنة: انثانية4مقرر: رياضيات/

 د. تىفيق أبىشديد                                                      ةانرابع :انمحاضرة

 كامل العقديالت

 ًنظرية كىشي الأون: 

تحوي المنحنً المنتظم  Dتابعاً تحلٌلٌاً ومعرفاً على منطقة وحٌدة الاتصال  f(z)كان التابع إذا 

اوي الصفر, ٌس Dٌقع بأكمله فً  ᴦعلى أي منحنً بسٌط ومغلق  f(z)فإن تكامل التابع  ᴦالمغلق 

 أي:

∫ ( )    

 

 

 
 فإن: ᴦمن أجل أي منحنً مغلق مثال: 

 

∫      

 

  (          ) 

∫      

 

          ∫         

 

 

تىابع صحٍحت ومشتماتها مستمسة فً أي ومطت مه المستىي                وذله لأن التىابع 

 العمدي.

 احسب التىامل: :(1مثال)

  ∮
           

(    )(     )
 

            | |    

 ولاحظ أن هىان وماط شاذة تعدم الممام وهً:

                 

| |  إن التابع المىامل تحلٍلً على المىحىً  بالتالً   لأن الىماط الشاذة تمع خازج المىحىً    

 التىامل ٌساوي الصفس: حسب صٍغت وىشً الأولى فإن هرا

    

 نظرية كىشي انتكامهية: 

أي ومطت تمع    . وإذا كانت  ضمن وعلى محٌط منحنً مغلق تابعاً تحلٌلٌاً  f(z)إذا كان التابع 

 عىدئرٍ ٌىىن:  ضمه 
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 (  )  
 

   
∫
 ( )

    
  

 

     ∫
 ( )

    
  

 

     (  ) 

 احسب التىامل: :(2مثال)

∫
  

   
  

 

 

| |  وذله فً الحالتٍه:                   | |     

 انحم:

    التابع ٌمله ومطت شاذة واحدة 

| |   ( مه أجل الدائسة الأولــى1   : 

التابع 
  

   
 وبحسب وظسٌت وىشً وجد: Cتحلٍلً داخل وعلى محٍط الدائسة  

∫
  

   
  

 

 ∫
  

   
  

| |  

   

| |  ( مه أجل الدائسة الثاوٍت 2   : 

فإن التابع 
  

   
بالتالً لا ٌمىه تطبٍك  Cالىالعت داخل الدائسة     غٍس تحلٍلً فً الىمطت  

 الأولى, وعلٍه وطبك وظسٌت وىشً التىاملٍت: وظسٌت وىشً

( ) وفسض  تحلٍلً فً ول وماط المستىي العمدي أي أوه تحلٍلً داخل  ( ) والتابع     

 بالتالً: Cوعلى 

∫
 ( )

    
  

 

     (  )    ∫
  

   
  

| |  

       

 احسب التىامل: :(3مثال)

  ∫
    

    
  

 

       

 :1ووصف لطسها  z=1دائسة مسوزها   حٍث 

 

  ∫
    

(   )(   )
  

 

       

 خازج المىحىً,     والعت داخل المىحىً والثاوٍت     التابع ٌمله ومطتان شاذتان الأولى 

  ∫

    
(   )

(   )
  

 

       

( ) بفسض   
    

(   )
   ( )    
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  ∫

    
(   )

(   )
  

 

     ( )           

 احسب التىامل: :(4مثال)

  ∫
               

(   )(   )
  

 

       

 : z|=3|دائسة   حٍث 

 انحم:

  تمع داخل المىحىً          الىماط الشاذة 

 وفسق الىسس:
 

(   )(   )
 
 

   
 
 

   
                 

   ∫
               

(   )(   )
  

 

 ∫
               

(   )
  

 

 ∫
               

(   )
  

 

      

( )  بفسض                     ( )      ( )      

               

 

 )صيغة كىشي انثانثة )انمعممة: 

 .( )̀ أي لٍمت   استناداً إلى علاقة كوشً التكاملٌة ٌمكننا معرفة صٌغة لمشتق التابع فً نقطة 

 

 ( )  
 

   
∫
 ( )

   
  

 

 

 : وشتك بالىسبت لــ 

 ̀( )  
 

   
∫
 ( )

(   ) 
  

 

     ̀̀( )  
 

   
∫
 ( )

(   ) 
  

 

  

 ̀̀
̀
( )  

  

   
∫
 ( )

(   ) 
  

 

 

 ومىه:

 ( )( )  
  

   
∫
 ( )

(   )   
  

 

   ∫
 ( )

(   )   
  

 

 
    ( )( )

  
 

 احسب التىامل: :(5مثال)

  ∫
      

(  
 
 )
   

 

       

 C: |z|=1حٍث 
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 الحل:

  
 

 
 عممت:م, وطبك صٍغت وىشً ال  ممطت شاذة تمع داخل المىحىً المغلك 

 ( )          ̀( )                     ̀̀( )         

  ∫
      

(  
 
 )
   

 

 
    ̀̀ (

 
 )

  
                 

 

 احسب التىامل: :(6مثال)

  ∫
  

    
  

 

       

 .r=1ووصف لطسها   b)   z=-i     ,    a)  z=iدائسة مسوزها  Cحٍث 

 :الحل

(a  

  ∫
  

    
  

 

 ∫
  

(   )(   )
  

 

   ∫

  

(   )

(   )
  

 

   

  ( )  
  

(   )
      ( )  

  

  
      

 بتطبٍك علالت وىشً التىاملٍت:

∫
   (   ) 

(   )
  

 

     ( )      

(b  

  ∫
  

    
  

 

 ∫
  

(   )(   )
  

 

   ∫

  

(   )

(   )
  

 

   

  ( )  
  

(   )
      (  )  

   

   
      

      

 بتطبٍك علالت وىشً التىاملٍت:

∫
   (   ) 

(   )
  

 

     (  )        

 احسب التىامل: :(7مثال)

  ∫
   

(     ) 
  

 

       

 C: |z|=1حٍث 

 الحل:

  ∫
   

(     ) 
  

 

 
 

  
 ∫

   

(  
  
 )
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 عممت:موطبك صٍغت وىشً ال

 ( )        ̀( )    (   )    ̀ ( 
  

 
)  (  

  

 
) (   

 

 
      

 

 
) 

∫
 ( )

(   )   
  

 

 
    ( )( )

  
 

 
 

  
 ∫

   

(  
  
 )
   

 

 
 

  

   

  
(  
  

 
) (   

 

 
      

 

 
)  

  
 (    )(   )

  √ 
 

 احسب التىامل: :(8مثال)

  ∫
     

(  
 
 )
 
  

 

       

 انحم:

( ) أن التابع بما    تحلٍلً فً ول المستىي العمدي والىمطت        
 

 
ومطت شاذة فإوه  

 بتطبٍك علالت وىشً:

∫
 ( )

(   )   
  

 

 
    ( )( )

  
 

 ∫
     

(  
 
 )
   

 

 
    ( ) (

 
 )

  
 

 ( )          ̀̀
̀
( )          

   ∫
     

(  
 
 )
   

 

  
    (     )

  
 
   

 
         

 

∫احسب التىامل  (:1مسأنة)  ( )  
 

 فً الحالاث التالٍت: 

1)  ( )  .              المسبع الري زؤوسه الىماط:  Cو  ̅  

2)  ( ) |   |  و  ̅     . 

 احسب التىاملاث التالٍت:  (:2مسأنة)

1) ∫
     

  
 

 
 

          | |    

2) ∫
     

(  
 

 
)
  
          | |    

 

 


